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サポートベクター回帰 (SVR) とは︖
線形の回帰分析手法

サポートベクターマシン (SVM) を回帰分析に応用
https://datachemeng.com/supportvectormachine/

目的変数の誤差に加えて、それぞれ以下の項を最小化する
ことで、過学習を防ぐ

• リッジ回帰 (RR)・LASSO・Elastic Net (EN) と同じ
• RR・LASSO・ENとの共通点はこちら

https://datachemeng.com/rrlassoen/

誤差に不感帯を設けることでノイズの影響を受けにくい

カーネルトリックにより非線形の回帰モデルに
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基本的にSVRは線形の回帰分析手法
線形の回帰分析手法

• たとえば説明変数が２つのとき、目的変数・説明変数を
オートスケーリング (https://datachemeng.com/basicdatapreprocessing/) したあと、

と表わされる
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yC︓ y の、x で表すことができる部分
f︓ y の、x で表すことができない部分

(誤差、残差)

y︓ 目的変数
x1, x2︓ 説明変数 (記述⼦)

b1, b2︓ (標準)回帰係数

1 1 2 2

C

y x x f

y f

b b= + +
= +

( )C 1 1 2 2y = x xb b+



回帰係数 b
回帰係数のベクトル b を

とする

あるサンプル ( i 番目のサンプル) の目的変数の推定値 f (x(i)) は

と表わされる
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[ ]1 2 mb b b=b ⋯ m︓説明変数(記述⼦)の数

( )( ) ( )i if =x x b x(i)︓あるサンプル ( i 番目の
サンプル) の説明変数 (記述⼦)



非線形の回帰モデルへ 4

線形回帰モデル (元の空間) ︓

非線形回帰モデル関数 (高次元空間)︓

高次元空間への写像 (非線形写像)︓ ( )φ→x x

( )( ) ( )i if =x x b

( )( ) ( )( )i if cφ= +x x w

[ ]1 2 kw w w=w ⋯ c︓定数項
wi︓重み
k︓高次元空間での次元数

wi , k は、とりあえずこのように設定しておくだけで、
後に考えなくてもよくなるため、気にしなくて問題ない



SVMとSVRとの比較
SVM

SVR
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n

i
i

C ξ
=

+ w の最小化

マージンの最大化
(重みの最小化)

誤分類するサンプル数の
最小化 (誤差の最小化)

( ) ( )( )( )2

1

1

2

n
i i

i

C h y f
=

+ −w x の最小化

重みの最小化 誤差の最小化

h︓誤差関数C : ２つの項のバランスを決める係数
n︓モデル構築用サンプル数



SVRの誤差関数 6

( ) ( )( )( ) ( ) ( )( )( )max 0,i i i ih y f y f ε− = − −x x

0 ( ) ( )( )i iy f− x

( ) ( )( )( )i ih y f− x

–ε ε

誤差の不感帯・・・εチューブと呼ぶ
–ε≦誤差≦ ε のとき、誤差 = 0 となる

誤差



スラック変数
SVMと同様にスラック変数 ξ, ξ* を導入
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y f ξ

y f ξ
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ただし、 0

0
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ξ

ξ ∗

≥
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f(x)

x

f(x) - ε

y f(x)+ε

ε

ξi > 0

ξi > 0

ξi* > 0

ξi* > 0
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C h y f
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+ −w x
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C ξ ξ ∗

=

+ +w

ξi = 0



RR・LASSO・EN との関係
SVRでもRR・LASSO・ENと同様にして、

誤差だけでなく重み(回帰係数)も一緒に最小化することで、
過学習を防ぐ
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の最小化

重みの最小化 誤差の最小化

( )2
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1
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n

i i
i

C ξ ξ ∗

=

+ +w



Lagrangeの未定乗数法
ラグランジュ乗数 αi、αi*、βi、βi* ( i =1, 2, ..., n ) を導入
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( ) ( )

( )( ) ( )( )

2

1 1

( ) ( )

1 1

1

2

n n

i i i i i i
i i

n n
i i

i i i i i i
i i

G C ξ ξ ξ ξ

ξ f y ξ f y

β β

α ε α ε

∗ ∗ ∗

= =

∗ ∗

= =

= + + − +

− + + − − + − +

 

 

w

x x

w、c、ξi、ξi* に関してGを最小化し、αi、αi*、βi、βi*に関してGを最大化

w、c、ξi、ξi* に関してGが極小

G を w、c、ξi、ξi* それぞれで偏微分して 0 とする



偏微分して0 10

( ) ( )T( )

1

n
i

i i
i

α α φ∗

=

= −w x

( )1, 2, ,i i C i nα β+ = = …

( )
1

0
n

i i
i

α α ∗

=

− =

G を w で偏微分して0

G を c で偏微分して0

G を ξi で偏微分して0

これらを使って
G を変形すると・・・

G を ξi* で偏微分して0 ( )1, 2, ,i i C i nα β∗ ∗+ = = …



G の変形 11

( )( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )
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y

α α α α
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= =

∗ ∗

= =
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

 

x x

( ) ( ) ( )T( ) ( ) ( ) ( ),i j i jK φ φ=x x x xK︓カーネル関数

カーネルトリックについてはこちら
https://datachemeng.com/supportvectormachine/



カーネル関数の例
線形カーネル

ガウシアンカーネル (使われることが多い)

多項式カーネル
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( )( ) ( ) ( ) ( )T,i j i jK =x x x x

( ) ( )
2( ) ( )

2( ) ( ) ( ) ( )
2

, exp exp
2

i j

i j i jK γ
σ

 −
 = − = − −
 
 

x x
x x x x

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )T, 1
di j i jK λ= +x x x x



α を求める 13
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∗ ∗
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 
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αi、αi*、βi、βi*はLagrange定数 αi≧0、αi*≧0、βi≧0、βi*≧0

( )1, 2, ,i i C i nα β+ = = …

( )1, 2, ,i i C i nα β∗ ∗+ = = …

p.10より αi≦C、αi*≦C



二次計画問題 14

( )( ) ( )

( ) ( )
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∗ ∗
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 
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制約

G を αi, αi* に対して最大化する二次計画問題を解くと、
αi, αi* が求まる

0 , 0 *i iC Cα α≤ ≤ ≤ ≤ のもとで、( )
1

0
n

i i
i

α α ∗

=

− = , 



SVRの回帰式 15

( )( ) ( )( )j jf cφ= +x x w ( ) ( )T( )

1

n
i

i i
i

α α φ∗

=

= −w x (p.10)

( )( ) ( ) ( )( ) ( )T( )

1

n
j j i

i i
i

f cα α φ φ∗

=

= − +x x x

( ) ( ) ( )T( ) ( ) ( ) ( ),i j i jK φ φ=x x x x より、

( )( ) ( ) ( )( ) (i)

1

,
n

j j
i i

i

f K cα α ∗

=

= − +x x x

・・・ αi, αi* は求まっているため、SVRの回帰式も求まる



サポートベクターとは 16

εチューブ内 (誤差の絶対値が ε 未満) のサンプル

SVRの回帰式に寄与しない

αi - αi* = 0

εチューブ上 (誤差の絶対値が ε ) のサンプル
αi - αi* ≠ 0

εチューブ外 (誤差の絶対値が ε 以上) のサンプル

これらのサンプルでSVRの回帰式がつくられる

サポートベクター



c の計算 17

( )( ) ( ) ( )( ) (i)

1

,
n

j j
i i

i

f K cα α ∗

=

= − +x x x

εチューブ上 (誤差の絶対値が ε ) のサンプル・・・ 誤差 = ±ε

( ) ( ) ( )( ) (i)

1

,
n

i j
i i

i

c y Kα α ε∗

=

= − − − x x

( ) ( ) ( )( ) (i)

1

,
n

i j
i i

i

c y Kα α ε∗

=

= − − + x x

上側

下側

εチューブ上のサンプルで c を計算し、それらの平均値を最終的な
c として使用



SVRのまとめ・特徴 18

f(x)

x

f(x)-ε

y f(x)+ε
ノイズに強いモデル

カーネル関数 K

非線形回帰モデル

ε チューブ 誤差 0
αi, αi*の決定 αi, αi*の範囲

モデルの複雑度を調整

SVRの回帰式
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( ) ( )2( ) ( ) ( ) ( ), expi j i jK γ= − −x x x x



C, ε, γ の決め方
グリッドサーチによって、クロスバリデーションの後の r2 の値が

もっとも高い C, ε, γ (ガウシアンカーネル) の組み合わせとする

• C の候補の例: 2-5, 2-4, …, 29, 210

• ε の候補の例: 2-10, 2-9, …, 2-1, 20

• γ の候補の例: 2-20, 2-19, …, 29, 210

 C, ε, γ を高速に最適化する手法については、こちら
https://datachemeng.com/fastoptsvrhyperparams/
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